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In this paper we propose a mathematical model consisting of two inverse pendulums with an elastic 
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mechanical system, and formulated a condition for identifying stability of the system. We constructed 
stability zones in the spaces of the original and dimensionless parameters. Also, we obtain evolution of 
stability zones depending on spring stiffness values. In conclusion, we presented results of numerical 
software experiments for various system configurations.
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В статье рассматривается математическая модель системы, состоящей из двух обратных 
маятников с упругой связью (пружиной). Система управляется программно, посредством 
вертикальных осцилляций точки крепления одного из маятников. Проведено исследование 
динамики указанной механической системы, сформулированы условия, обеспечивающие 
ее стабилизацию. Построены зоны устойчивости в пространстве исходных параметров. 
Представлена эволюция зон устойчивости в зависимости от значений жесткости пружины. В 
работе также приведены результаты численных экспериментов, иллюстрирующих динамику 
системы.
Ключевые слова: обратный маятник, связанные осцилляторы, стабилизация, управление, зоны 
устойчивости.
Введение
Теория колебаний нелинейных систем широко применяется при моделировании различ-
ных физических процессов и явлений [1], таких как колебания в электрических цепях, со-
стоящих из нескольких взаимосвязанных контуров, молекул в жидкостях и твердых телах и 
т.д. В таких системах реализуются разнообразные дисперсионные зависимости, на основе ко-
торых исследуется распространение волн в нелинейных средах. Большинство таких моделей 
систем основывается на законах движения простейших связанных осцилляторов и их цепо-
чек, динамика которых формализуется посредством линейных и нелинейных уравнений. Во 
множестве подобных задач рассматриваются колебания маятников с устойчивым нулевым 
положением [2-4]. Подробный обзор последних результатов в этой области приведен, напри-
мер, в [5].
В то же время в ряде практически важных задач (например, колебания поддерживающих 
контуров в строительстве, проблема стабилизации плазмы, стабилизация синтезированных 
биологических цепочек и т.п.) нулевое положение является неустойчивым. В связи с этим от-
метим классическую задачу стабилизации верхнего положения обратного маятника [6]. При 
решении этой задачи основное внимание уделялось проблеме стабилизации неустойчивого по-
ложения равновесия маятника путем движений нижней точки крепления. Этой проблеме по-
священо огромное количество публикаций, достаточно подробный обзор которых содержится 
в [7]. Отметим, что стабилизация верхнего положения может быть достигнута различными 
способами: периодическими вертикальными осцилляциями нижней точки крепления, с ис-
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пользованием принципа обратной связи и др. Задача стабилизации маятника с помощью вер-
тикальных осцилляций точки крепления хорошо изучена (рис. 1). Теоретическое объяснение 
этого явления было сделано Стефенсоном в 1908 г. [8]. Физическое же объяснение динамиче-
ской стабилизации перевернутого маятника вертикальными осцилляциями точки крепления 
было предложено академиком П.Л. Капицей в 1951 г., ученый также дал оценку снизу частоты 
вибрации, при которой верхнее положение становится устойчивым [9].
Согласно [9, 10], уравнение динамики маятника единичной массы имеет вид
В то же время в ряде практически важных задач (например, колебания 
поддерживающих контуров в строительстве, проблема стабилизации плазмы, стабилизация 
синтезированных биологических цепочек и т.п.) нулевое положение является 
неустойчивым. В связи с этим отметим классическую задачу стабилизации верхнего 
положения обратного маятника [6]. При решении этой задачи основное внимание уделялось 
проблеме стабилизации неустойчивого положения равновесия маятника путем движений 
нижней точки крепления. Этой проблеме посвящено огромное количество публикаций, 
достаточно подробный обзор которых содержится в [7]. Отметим, что стабилизация 
верхнего положения может быть достигнута различными способами: периодическими 
вертикальными осцилляциями нижней точки крепления, с использованием принципа 
обратной связи и др. Задача стабилизации маятника с помощью вертикальных осцилляций 
точки крепления хорошо изучена. Теоре ическое объяснение этого явления было сделано 
Стефенсоном в 1908 г. [8]. Физическое же объяснение динамической стабилизации 
перевернутого маятника вертикальными осцилляциями точки крепления было предложено 
академиком П.Л. Капицей в 1951 г., ученый также дал оценку снизу частоты вибрации, при 
которой верхнее положение становится устойчивым [9]. 
Соглас о [9, 10], уравнение динам к  маятника единичной массы имеет вид 
1
( ( )) sin 0g f t
l
ϕ ϕ− + =&&&& , (1) 
где ϕ  – угол отклонения маятника от вертикали; l  – длина маятника; g  – ускорение 
свободного падения; ( )f t – закон движения крепления. 
 
Рис. 1. Модель вертикального маятника с осциллирующим креплением 
Fig. 1. Model of a vertical pendulum with an oscillating mount 
 
При движении нижней точки крепления по гармоническому закону уравнение (1) 
сводится к хорошо известному уравнению Матье [4]. Для адекватного описания динамики 
реальных физических и механических систем необходимо учитывать эффекты 
гистерезисной природы – люфты, упоры [11, 12]. Исследование устойчивости таких 
, (1)
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природы – люфты, упоры [11, 12]. Исследование устойчивости таких систем детально про-
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ровано. Физическая модель изучаемой системы приведена на рис. 2.
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Рис. 2. Физическая модель связанных маятников
































































































































































































































При этом отметим, что при жесткости пружины k = 0 получается система из двух одина-
ковых маятников с управлением одним из них. В таком случае движение маятника на планке 
описывается уравнением Матье, второй маятник описывается обычным уравнением гармони-
ческих колебаний. В случае k → ∞ связь становится жесткой (пружину можно заменить не-
растяжимым стержнем) и маятники движутся как один. Таким образом, в обоих случаях для 
стабилизации системы достаточно воспользоваться известными результатами [9, 10].
Ниже рассматривается случай, когда жесткость пружины k ∈ (0; ∞). Будем считать, что 
планка осуществляет движение так, что ее ускорение изменяется периодически с частотой ω, 
а амплитуда колебаний равна Aω2. Это соответствует тому, что линеаризованное уравнение 
движения описанной выше системы будет иметь такой вид:
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где ( )w t  – ускорение основания маятников; J  – момент инерции маятника; k  – жесткость 
пружины. 
Таким образом, задача заключается в следующем: 
1. Выбор такого режима управления, который бы обеспечивал стабилизацию 
системы. 
2. Определение зон устойчивости в пространстве параметров (амплитуда-частота), 
обеспечивающих стабилизацию. 
2. Основные уравнения динамики 
Перейдем к безразмерным единицам, сделав в (2) следующую замену: 
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В итоге имеем следующую систему: 
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где ( )( ) sinp signτ α β τ γ= + − . Матрица полученной системы имеет следующий вид: 
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P . 
В силу сделанных предположений матрица ( )τP  является периодической 
функцией времени с периодом 2π , так что для любого момента времени τ  справедливо 
 (2)
где w(t) – ускорение основания маятников; J – момент инерции маятника; k – жесткость пру-
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В итоге имеем следующую систему:
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Перепишем (4) в виде системы дифференциальных уравнений первого порядка:





1 1 2 1
2
2 2 2 1
1 11 1 12










w t sign t
ϕ ω ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ
ω
ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ
⎧ = + + −⎪⎪⎨
⎪ = − −⎪⎩
=−
=    =






где ( )w t  – ускорение основания маятников; J  – момент инерции маятника; k  – жесткость 
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Таким образом, задача заключается в следующем: 
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где ( )( ) sinp signτ α β τ γ= + − . Матрица полученной системы имеет следующий вид: 
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В силу сделанных предположений матрица ( )τP  является периодической 
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Будем говорить, что уравнение (4) устойчиво или неустойчиво по Лагранжу, если устой-
чива или, соответственно, неустойчива система (5). То есть все решения z(τ) ограничены на 
[0, ∞). В силу периодичности матрицы системы из результатов Флоке [13] следует, что задача 
исследования устойчивости сводится к нахождению фундаментальной матрицы решений в мо-
мент 2π – матрицы монодромии и оценке ее собственных значений (мультипликаторов). Для 
устойчивости системы необходимо и достаточно, чтобы значения всех мультипликаторов на-
ходились внутри единичного круга:
|λ| < 1. (6)
В силу того, что матрица P(τ) кусочно-постоянная, фундаментальная система решений и, 
следовательно, матрица монодромии могут быть представлены в явном виде. Для этого рас-
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 с периодом 2π и соответ-
ственно p(τ) (рис. 3).
На рис. 3 видно, что система (4) на промежутке (0,2π) может быть описана двумя линейны-
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Так как фундаментальная матрица должна быть непрерывна, то решения систем (7)-(8) 
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где E – единичная матрица. Найдем, последовательно интегрируя системы, (7)-(8):
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Тогда, полагая в Z2(τ) τ = π, получим матрицу монодромии системы (4) в следующем 
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Рис. 3. Графики функций r(τ) и p(τ)
Fig. 3. Function graphs: r(τ) and p(τ)
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⎜ ⎟⎝ ⎠+ +
 (9) 
где 2 21 4b β γ= + , 2 2 2b α β γ= + − , 13b b β= + , 14b b β= − , ( )5 1 212b bb b= + , 















































































γ α γ− −= , 
1 4d α γ= − , 12d d β= − , 31 2
bc α γ− −= , 42
5
2 2 ( 2 )bc
b
γ α γ− += , 33
6
2 ( 2 )bc
b



































d γ−= . 
Характеристическое уравнение для матрицы (2 )Z π  имеет вид 
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λ λ λ λ
λ
λ
λ  (10) 
, 
где E  – един чная матрица. Найдем, последовательно интегри уя си темы, (7)-(8): 
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Тогда, полагая в 2 ( )Z τ  2τ π= , получим атрицу мон дромии си темы (4) в
следующем виде: 
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⎜ ⎟⎝ ⎠+ +
 (9) 
где 2 21 4b β γ= + , 2 2 2b α β γ= + − , 13b b β= + , 14b b β= − , ( )5 1 212b bb b= + , 















































































γ α γ− −= , 
1 4d α γ= − , 12d d β= − , 31 2
bc α γ− −= , 42
5
2 ( 2 )bc
b
γ α γ− += , 33
6
2 ( 2 )bc
b



































d γ−= . 
Характеристическое уравне ие для матрицы (2 )Z π  имеет вид 
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11 12 13 14
21 22 23 24
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−




h h h h
det H q q q q
h h h h
h h h h




λ λ λ λ
λ
λ
λ  (10) 
,
где E  – един чная матрица. Найдем, последовательно интегри уя си темы, (7)-(8): 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
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⎟⎟−
 
Тогда, полагая в 2 ( )Z τ  2τ π= , получим атрицу мон дромии с темы (4) в
следующем виде: 
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(2 ) Z
a a a a a a a a a
a a a a a a a a a
a a a a a a a a a
a
H Z π
π π π π π π π π
π π π π π π π π
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⎜ ⎟⎝ ⎠+ +
 (9) 
где 2 21 4b β γ= + , 2 2 2b α β γ= + − , 13b b β= + , 14b b β= − , ( )5 1 212b bb b= + , 















































































γ α γ−= , 
1 4d α γ= − , 12d d β= − , 31 2
bc α γ− −= , 42
5
2 ( 2 )bc
b
γ α γ− += , 33
6
2 ( 2 )bc
b



































d γ−= . 
Хар кте истическое уравне ие для матрицы (2 )Z π  имеет вид 
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21 22 23 24
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det H q q q
h h h h
h h h h




λ λ λ λ
λ
λ
λ  (10) 
, 
где E  – един чная матрица. Найдем, последовательно интегри уя системы, (7)-(8): 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
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⎟⎟−
 
Тогда, п лагая в 2 ( )Z τ 2τ π= , получим атрицу мон дромии с стемы (4) в 
следующем виде: 
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⎜ ⎟⎝ ⎠+ +
 (9) 
где 2 21 4b β γ= + , 2 2 2b α β γ= + − , 13b b β= + , 14b b β= − , ( )5 1 212b bb b= + , 















































































γ α γ−= , 
1 4d α γ= − , 12d d β= − , 31 2
bc α γ− −= , 42
5
2 ( 2 )bc
b
γ α γ− += , 33
6
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d γ−= . 
Характе истич ское уравне ие для матрицы (2 )Z π  имеет в д 
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λ λ λ λ
λ
λ
λ  (10) 
,
где E  – един чная матриц . Найдем, после овательно интегри уя си темы, (7)-(8):
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Тогда, п лагая в 2 ( )Z τ 2τ π= , получим атрицу он дромии с те ы (4) в
следующем виде: 
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⎜ ⎟⎝ ⎠+ +
 (9) 
где 2 21 4b β γ= + , 2 2 2b α β γ= + − , 13b b β= + , 14 b β= − , ( )5 1 212b b= + , 
















































































γ α γ−= , 
1 4d α γ= − , 12d d β= − , 31 2
bc α γ− −= , 42
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d γ−= . 
Хар кте ис ич ское уравн ие для матрицы (2 )Z π  имеет в д 
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λ λ λ λ
λ
λ
λ  (10) 
, 
где E  – единичная матрица. Найдем, последовательно интегрируя системы, (7)-(8): 
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Тогда, полагая в 2 ( )Z τ  2τ π= , получим матрицу монодромии системы (4) в 
следующем виде: 
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α γ− −= , 
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d γ−= . 
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гд E  – единичная матрица. Найд м, п с ед вательно интегр руя системы, (7)-(8): 
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Тогда, полагая в 2 ( )Z τ 2τ π= , получ  матр цу нодромии системы (4) в 
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где 2 21 4b β γ= + , 2 2 2b α β γ= + − , 13b b β= + , 14b b β= − , ( )5 1 212b bb b= + , 











































































γ α γ− −= , 
1 4d α γ= − , 12d d β= − , 31 2
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d γ−= . 
Хара тер стич ское уравнен е для матр цы (2 )Z π  имеет вид 
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,
гд E  – единичная м трица. Найд м, пос ед вательно интегр руя системы, (7)-(8): 
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Тогда, полагая в 2 ( )Z τ 2τ π= , получ  матр цу нодромии системы (4) в 
следующем виде: 
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где 2 21 4b β γ= , 2 2 2b α β γ= + − , 13b b β= + , 14b b β= − , ( )5 1 212b b b= + , 
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1 4α γ= − , 12d d β= , 31 2
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d γ−= . 
Хара тер стич ское уравнен е для атр цы (2 )Z π  имеет вид 
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λ  (10) 
,
где E  – единичная матрица. Найдем, последовательно интегрируя системы, (7)-(8): 
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Тогда, полагая в 2 ( )Z τ  2τ π= , получим матрицу монодромии системы (4) в 
следующем виде: 
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где 2 21 4b β γ= + , 2 2 2b α β γ= + − , 13b b β= + , 14b b β= − , ( )5 1 212b bb b= + , 
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где E  – единичная матрица. Найдем, последовательно интегрируя системы, (7)-(8): 
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где 2 21 4b β γ= + , 2 2 2b α β γ= + − , 13b b β= + , 14b b β= − , ( )5 1 212b bb b= + , 
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где E  – единичная матрица. Най м, последов тельно инт грируя истемы, (7)-(8): 
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Тогда, полагая в 2 ( )Z τ  2τ π= , получим матрицу монодромии сис е ы (4) в 
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 (9) 
где 2 21 4b β γ= + , 2 2 2b α β γ= + − , 13b b β= + , 14b b β= − , ( )5 1 212b b b= + , 
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γ α γ− −= , 
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Характеристическое уравнение для ма рицы (2 )Z π  име т и  
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где E  – единичная матрица. Найдем, посл овательн  интегрируя с стемы, (7)-(8): 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(
( ) ( )( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
1 3 2 4 1 7 2 6 1 2 5 1 9 2 8
1 13 2 12 1 3 2 4 1 10 2 11 1 2 51
1 2 5 1 9 2 8 1 4 2 3 1 15 2 14
1 10 2
ch ch sh sh ch c sh sh
sh sh ch ch sh sh ch c
( )
ch ch sh sh c ch sh sh
sh sh
a a a a a a a a a a a
a a a a a a a a a a a a a
Z
a a a a a a a a a a a a a
a a a
τ τ τ τ τ τ τ τ
τ τ τ τ τ τ τ ττ τ τ τ τ τ τ τ τ
τ τ
+ + − −
+ + + −= − − + +
− ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 2 5 1 17 2 16 1 4 2 3ch ch sh sh c
,






⎜ ⎟⎝ ⎠− + +
 
( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) (( ) ( )( ) (( ) ( )( ) ( )( ) ))
( )( ) )( ) (( ) ( )( ) (
1 3 1 4 1 14 1 15 1 1 5 1 4 1 8
1 5 1 6 1 3 1 4 1 2 1 3 1 1 52 1
1 1 5 1 4 1 8
ch ch sh sh ch sh sh
sh sh ch ch sh sh ch
( )
ch sh sh ch
c a a a c a a a a c a c c a
a c c c a a a c c c a c a
Z Z
a c a c c a
τ π τ π τ π τ π τ π τ π τ π
τ π τ π τ π τ π τ π τ π τ π
τ π
τ π τ π τ π τ π
− + − − + − − − − − −
− + − − + − − + − − −
=
− − − − − −( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) )( ) (( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 3 1 4 1 6 1 7
1 2 1 3 1 1 5 1 7 1 8 1 3 1 4
ch sh sh
sh sh ch sh sh ch ch
.
a c a c a a a
a c c c a c a c c c a a c a
τ π τ π τ π
τ π τ π τ π τ π τ π τ π τ π
+ − − + −







⎜ − + −⎜⎝ ⎠− +
⎟⎟−
 
Тогда, полагая в 2 ( )Z τ  2τ π= , получим м тр цу монодромии системы (4) в 
следующем виде: 
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 (9) 
где 2 21 4b β γ= + , 2 2 2b α β γ= + − , 13b b β , 14b b β− , ( )5 1 212b b b= , 
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Характеристическое уравнение для матрицы (2 )Z π  им т вид 
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где E  – единичная матрица. Найдем, последовательно интегрируя системы, (7)-(8): 
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Тогда, полагая в 2Z  2τ π= , получим матрицу монодромии системы (4) в 
следующем виде: 
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⎜ ⎟⎝ ⎠+ +
 (9) 
где 2 21 4b β γ= + , 2 2 2b α β γ= + − , 13b b β= + , 14b b β= − , ( )5 1 212b bb b= + , 














































































γ α γ− −= , 
1 4d α γ= − , 12d d β= − , 31 2
bc α γ− −= , 42
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d γ−= . 
Характеристическое уравнение для матрицы (2 )Z π  имеет вид 
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, 
где E  – един чная матрица. Найдем, последовательно интегри уя си темы, (7)-(8): 
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Тогда, полагая в 2 ( )Z τ  2τ π= , получим атрицу мон дромии си темы (4) в
следующем виде: 
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 (9) 
где 2 21 4b β γ= + , 2 2 2b α β γ= + − , 13b b β= + , 14b b β= − , ( )5 1 212b bb b= + , 
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d γ−= . 
Хар ктеристическое уравне ие для матрицы (2 )Z π  имеет вид 
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где E  – един чная матрица. Найдем, последовательно и тегри уя си темы, (7)-(8): 
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Тогда, полаг я в 2 (Z τ  2π= , получим матрицу мон дромии с темы (4) в 
следующем виде: 
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где 2 21 4b β γ= + , 2 2 2b α β γ= + − , 13b b β= + , 14b b β= − , ( )5 1 212b bb b= + , 
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Хар ктеристическо  уравне ие для матрицы (2 )Z π  имеет вид 
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Тогда, пол г я в 2 )Z τ  2π= , получим матрицу мон дромии си темы (4) в 
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⎜ ⎟⎝ ⎠+ +
 (9)
где 2 21 4b β γ= +  2 2 2b α β γ= + − , 13b β= + , 14b β= − , ( )5 1 212b b b= + , 
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α β γ γ+ − += , 314
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γ α γ− −= , 
1 4d α γ= − , 12d β= − , 31 2
bc α γ− −= , 42
5
2 2 ( 2 )bc
b
γ α γ− += , 33
6
2 ( 2 )bc
b
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d γ−= . 
Хар ктеристическо  уравне ие для матрицы (2 )Z π  имеет вид
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λ λ λ λ
λ
λ
λ  (10) 
, 
где E  – единичная матрица. Найдем, последовательно интегрируя системы, (7)-(8): 
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Тогда, полагая в 2 ( )Z τ  2τ π= , получим матрицу монодр мии системы (4)  
следующем виде: 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
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1
1 3 2 4 1 7 2 6 1 2 5 1 9 2 8
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⎜ ⎟⎝ ⎠+ +
 (9) 
где 2 21 4b β γ= + , 2 2 2b α β γ= + − , 13b b β= + , 14b b β= − , ( )5 1 212 bb b= + , 















































































α γ− −= , 
1 4d α γ= − , 12d d β= − , 31 2
bc α γ− −= , 42
5
2 2 ( 2 )bc
b
γ α γ− += , 33
6
2 ( 2 )bc
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d γ−= . 
Характеристическое уравнение для матрицы (2 )Z π  имеет вид 
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det H q q q q
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h h h h




λ λ λ λ
λ
λ
λ  (10) 
где E  – единичная матрица. Найдем, последовательно интегрируя системы, (7)-(8): 
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Тогда, полагая в 2 (Z τ  2= , получим матрицу монодромии системы (4) в 
следующем виде: 
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⎜ ⎟⎝ ⎠+ +
 9) 
где 2 21 4b β γ= + , 2 2b α β γ= + − , 13b b β= + , 14b b β= − , ( )5 1 212b bb b= + , 















































































γ α γ− −= , 
1 4d α γ= − , 12d d β= , 31 2
bc α − −= , 42
5
2 2 ( 2 )bc
b
γ γ− += , 33
6
2 ( 2 )bc
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d γ−= . 
Характеристическое уравнение для матрицы ( )Z π  имеет вид 
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h h h h




λ λ λ λ
λ
λ
λ  (10) 
, 
где E  – единичная матрица. Найдем, последовательно интегрируя системы, (7)-(8): 
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Тогда, полагая в 2 )Z  2τ π= , получим матрицу монодроми  системы (4) в 
следующем виде: 
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⎜ ⎟⎝ ⎠+ +
 (9) 
где 2 21 4b β γ= + , 2 2b α β γ= + − , 13b b β= + , 14b b β= − , ( )5 1 212b bb b= + , 
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γ α γ− −= , 
1 4d α γ= − , 12d d β− , 31 2
bc α γ − , 42
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d γ−= . 
Характеристическое уравнение для матрицы (2 )Z π  имеет вид 
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,
где E  – един чная матрица. Найдем, последовательно интегри уя си темы, (7)-(8): 
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Тогда, полагая в 2 )Z  2= , получим атрицу мон дроми  си темы (4) в 
следующем виде: 
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⎜ ⎟⎝ ⎠+ +
 (9) 
где 2 21 4b β γ= + , 2 2b α β γ= + − , 13b b β= + , 14b b β= − , ( )5 1 212b bb b= + , 















































































γ α γ− −= , 
1 4d α γ= − , 12d d β= − , 31 2




γ γ− += , 33
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d γ−= . 
Характеристическое уравне ие для матрицы ( )Z π  име т вид 
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,
где E  – един ч ая м трица. Н йдем, последовательно и тегри уя си темы, (7)-(8): 
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Тогда, полагая в 2 )Z  2π= , получим атрицу мон дроми  с темы (4) в
следующем виде: 
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⎜ ⎟⎝ ⎠+ +
 (9) 
где 2 21 4b β γ= + , 2 2 2b α β γ= + − , 13b β= + , 14b β= − , ( )5 1 212b b= + , 















































































γ α γ− −= , 
1 4d α γ= − , 12d d β− , 31 2
bc α γ − , 42
5
2 ( 2 )c γ α − + , 33
6
2 ( 2 )bc
b



































d γ−= . 
Характеристическое уравне ие для матрицы (2 )Z π  име т вид
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11 12 13 14
21 22 23 24
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h h h h
det H q q q q
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λ λ λ λ
λ
λ
λ  (10) 
, 
где E  – един ч ая м трица. Н йдем, послед вательно и тегри уя системы, (7)-(8): 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
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( )
ch ch sh sh ch ch sh sh
sh s
a a a a a a a a
a a a a a a a a
Z
a a a a a a a a
a
τ τ τ τ τ τ τ τ
τ τ τ τ τ τ τ ττ τ τ τ τ τ τ τ τ
τ
+ + − −
+ + + −= − − + +
) ( ) ( ( ) ( ) ( )11 1 2 5 1 7 2 16 1 4 2 3ch s sh h c
,
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a c c c a c a a c c c a a c a
τ π τ π τ π
τ π τ π τ π τ π τ π τ π τ π τ π
+ − − + −







⎜ − + −⎜⎝ ⎠− +
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Тогда, полагая в 2 (Z τ  2= , получим атрицу мон др ми  системы (4) в 
следующем виде: 
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1
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⎜ ⎟⎝ ⎠+ +
 9) 
где 2 21b β γ= + , 2 2 2b α β γ= + − , 13b β= + , 14b β= − , ( )5 1 12b = + , 













































































γ α γ−= , 
1 4d α γ= − , 12d d β= , 31 2




γ − += , 33
6
2 ( 2 )bc
b



































d γ−= . 
Характе ис иче кое уравне ие для матрицы ( )Z π  име т вид 
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λ  (10) 
где E  – единичная матрица. Найдем, последовательно интегрируя системы, (7)-(8): 
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1 3 1 4 1 14 1 15 1 1 5 1 4 1 8
1 5 1 6 1 3 1 4 1 2 1 3 1 1 52
1 1 5 1 4 1 8
ch ch s sh ch ch s sh
sh sh ch ch sh sh ch ch
( )
ch ch sh sh ch
a a a c a a a a c a c c a
a c c c c a a a a c c c a c a
Z Z
a c a a c c a
τ π τ π π τ π τ π τ π π τ π
τ π τ π τ π τ π τ π τ π τ π τ π
τ π
τ π τ π τ π τ τ π
− + − + − − − − − − −
− + − − + − − + − − − −
=
− − − − − − −( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 3 1 4 1 6 1 7
1 2 1 3 1 1 5 1 7 1 8 1 3 1 4
ch sh sh
sh sh ch ch sh sh ch ch
.
a a c a c a a a
a c c c a c a a c c c a a c a
τ π τ π τ π
τ π τ π τ π τ π τ π τ π τ π τ π
+ − − + −







⎜ − + −⎜⎝ ⎠− +
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Тогда, полагая в 2 ( )Z τ  2= , получим матрицу монодромии системы (4) в 
следующем виде: 
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ch ch sh sh ch ch sh sh
sh sh ch ch sh sh ch ch
ch ch
a a a a a a a a a a a a
c a a a c a a a a c a a c c a
a c c c c a a a a c c c a c a
a
π π π π π π π π
π π π π π π π









− − + +






( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )
1 5 1 4 1 8 1 3 1 4 1 6 1 7
2 3 1 5 1 7 1 8 3 1 4
sh sh ch ch sh sh
s ch sh s
,
h c ch
c a a c c a a a c a c a a a
c c a c a c c c c a
π π π π π π








⎜ ⎟⎝ ⎠+ +
 (9) 
где 2 21 4b β γ= , 2 2 2b α β γ= − , 13b b β= + , 14b b β= − , ( )5 1 212b bb b= + , 















































































γ α γ− −= , 
1 4d α γ= − , 12d d β= − , 31 2
bc α γ− −= , 42
5
2 2 ( )bc
b
γ α γ− += , 33
6
2 ( 2 )bc
b



































d γ−= . 
Характеристическое уравнение для матрицы (2 )Z π  имеет вид 
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21 22 23 24





1 2 3 4
0,
−




h h h h
det H q q q q
h h h h
h h h h




λ λ λ λ
λ
λ
λ  (10) 
, 
где  – единичная атрица. айде , последовательно интегрируя систе , (7)-(8): 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
1 3 2 4 1 7 2 6 1 2 5 1 9 2 8
1 13 2 12 1 3 2 4 1 10 2 1 1 2 51
1 2 5 1 9 2 8 1 4 2 3 1 15 2 14
1 10 2
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( )
ch ch sh sh ch ch sh sh
sh sh
a a a a a a a a a a a a a a a
a a a a a a a a a a a a a a a
Z
a a a a a a a a a a a a a a a
a a a
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,






⎜ ⎟⎝ ⎠− + +
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⎜ − + −⎜⎝ ⎠− +
⎟⎟−
 
огда, полагая в 2 ( )Z τ  2= , получи  атрицу онодро ии систе  (4) в 
следу е  виде: 
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⎜ ⎟⎝ ⎠+ +
 (9) 
где 2 21 4b β γ= , 2 2b β γ= − , 13b b β= + , 14b b β= − , ( )5 1 212b bb b= + , 















































































γ γ− −= , 
1 4d γ= − , 12d d β= − , 31 2
bc γ −= , 42
5
2 2 ( 2 )bc
b
γ γ− += , 33
6
2 ( 2 )bc
b



































d γ−= . 
арактеристическое уравнение для атриц  (2 )Z π  и еет вид 
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где  – единичная атрица. айде , последовательно интегрируя систе , (7)-(8): 
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огда, полагая в 2 ( )Z  2τ π= , получи  атрицу онодро и  систе  (4) в 
следу е  виде: 
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 (9) 
где 2 21 4b β γ= + , 2 2b β γ= + − , 13b b β= + , 14b b β= − , ( )5 1 212b bb b= + , 















































































γ γ− −= , 
1 4d γ= − , 12d d β= − , 31 2
bc γ−= , 42
5
2 2 ( 2 )bc
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γ γ− += , 33
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d γ−= . 
арактеристическое уравнение для атриц  (2 )Z π  и е т вид 
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1 12 13 14
21 2 23 24
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λ λ λ λ
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λ  (10) 
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Характеристическое уравнение для мат ицы Z(2τ) ме т ид
где E  – единичная матрица. Найдем, последовательно интегрируя системы, (7)-(8): 
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Тогда, полагая в 2 ( )Z  2τ π= , получим матрицу монодромии системы (4) в 
следующем виде: 
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где 2 21 4b β γ= + , 2 2b α β γ= + − , 13b b β= + , 14b b β= − , )5 1 212b bb b= + , 













































































γ α γ− −= , 
1 4d α γ= − , 12d β , 31 2
bc α γ= , 42
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d γ−= . 
Характеристическое уравнение для матрицы ( )Z π  имеет вид 
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21 22 23 24
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Для идентификации зон устойчивости в пространстве параметров можно 




+= −  
(это отображение сопоставляет единичному кругу левую часть комплексной плоскости), 
получив уравнение с комплексными коэффициентами вида 4 3 20 1 2 3 4 0u u u u uμ μ μ μ+ + + + =
. Для того, чтобы корни соответствующего уравнения лежали в левой части комплексной 
плоскости, а как следствие, корни уравнения (10) лежали внутри единичного круга, 
достаточно, чтобы определители главных миноров матрицы Гурвица, составленной из 
коэффициентов 0 4u uK , были положительными. Второй способ связан с прямым 
вычислением корней характеристического уравнения (10). 
Решения уравнения (10) имеют следующий вид: 
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С учетом (6) и (11) для устойчивости системы необходимо выполнение неравенства 
max 1i iλ < . Имея в виду функциональную зависимость параметров характеристического 
уравнения от амплитуды, частоты и жесткости пружины, построим зоны устойчивости в 
пространстве параметров. 
3. Построение зон устойчивости и анализ результатов 
Границами зоны устойчивости являются линии в пространстве параметров, 
соответствующие значениям максимального собственного числа, равного единице. Для 
построения этих областей последовательно зафиксируем значения жесткости пружины на 
уровнях 20,35,50,70,85,100=k . Результаты получены численно, с помощью пакета 
].
Для идентификации зон устойчивости в пространстве параметров можно воспользо-










=1 [1 ]. 
Для идентификаци  зон устойчив сти в пространстве параметров м жно 
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(это отображение сопоставляе  единичному кругу левую часть комплексной пл скости), 
получив уравнение с комплексными коэффициентами вида 4 3 20 1 2 3 4 0u u u uμ μ μ μ+ + + =
. Для того, чтобы к рни соответствующего уравнения лежали в левой части комплексной 
плоскости, а как следствие, корни у авнения (10) лежали внутри единичного круга, 
достаточно, чтобы определители главных миноров матрицы Гурвица, составленной из 
коэффициентов 0 4u uK , были положительными. Второй способ связан с прямым 
вычислением корней характеристического уравнения (10). 
Решения уравнения (10) имеют следующий вид: 
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С учетом (6) и (11  для устойчив сти си емы н обходимо выполнение равенства 
max 1i iλ < . Имея в виду функцио альную зависимость парамет ов ха актеристического 
уравнения от амплитуды, частоты и жесткости пружины, построим зоны устойчив сти  
пространстве парамет ов. 
3. Построение зо  уст йчив ст  и анализ результатов 
Границами зоны устойчив сти являются линии в пространстве парамет ов, 
соответствующие значениям макси льного собственного числа, равного единице. Для 
построения этих областей последовательно зафиксируем значения жесткости пружины на 
уровнях 20,35,5 70 85 1 0=k . Результаты получены численно, с помощью пакета 
 (это ото-
бражение сопоставляет единичному кругу левую часть комплексной плоскости), получив 









1 [1 ]. 
ля иденти икации зон устойчивости в пространстве пара етров о но 




(это отобра ение сопоставляе  единично у круг  леву  часть ко плексной плоскости), 
получив уравнение с ко плексн и коэ ициент д 4 3 20 1 2 3 4 0u u+ + =
. ля того, ч б  корни с ответству его уравнения л али в левой части ко плексной 
плоскости, а как следстви , корни у авнения (10) ле али внутри единичного круга, 
достаточно, чтоб  определит ли главн х иноров атриц  урвица, составленной из 
коэ ициентов 0 4u u , б ли по о ительн и. торой сп соб связан с пря  
в числение  корней характеристического уравнения (10). 
е ения уравнения (10) и е т сл ду ий вид: 
 
31
1 4 5 4 5
4 5
31




4 2 2 4
1 1
2 ,
4 2 2 4
yq y y y y
y y





3 4 5 4 5
4 5
31




4 2 2 4
1 1
2 ,
4 2 2 4
yq y y y y
y y




= − − + − − − +
= − − + + − − +
 (11) 
2 2 3 2
1 2 1 3 2 1 2 2 1 2 3где 12 3 , 27 72 2 9 27y q q y q q q q q+ − −= + − += , 
3 232 3
2 1 23 1 2 1




4 8 , , .
4 3 323 4 
y y yq yy q q q q y
y y y
y  
 учето  (6) и (11  для устойчивости систе  необходи о в полнение раве ства 
ax 1i i . ея в виду ункциональну  зависи ость пара етров ха актеристического 
уравнения от а плитуд , частот  и есткости пру ин , построи  зон  устойчивости  
пространстве пара етров. 
3. ост ое е зо  уст в сти  а а з езу ьтатов 
раница и зон  устойчивости явля тся линии в пространстве пара етров, 
соответству ие знач ния  аксимального собственного числа, равного единице. ля 
построения этих областей последоват льно за иксируе  значения есткости пру ин  на 
уровнях 20,35,5 ,70,85,100=k . езультат  получен  исленно, с по о ь  пакета 
. Для того 
чтобы корни соответствующего уравнения лежали в левой части комплексной плоскости, 
а, как следствие, корни уравнения (10) лежали внутри единичного круга, достаточно, чтобы 
определители главных миноров матрицы Гурвица, составленной из коэффициентов u0…u4, 
были положительными. Второй способ связан с прямым вычислением корней характеристи-
ческог  уравнения (10).











Для идентификации зон устойчивости в пространстве параметров можно 




+= −  
(это отображение сопоставляет единичному кругу левую часть комплексной плоскости), 
получив уравнение с комплексными коэффициентами вида 4 3 20 1 2 3 4 0u u u u uμ μ μ μ+ + + + =
. Для того, чтобы корни соответствующего уравнения лежали в левой части комплексной 
плоскости, а как следствие, корни уравнения (10) лежали внутри единичного круга, 
достаточно, чтобы определители главных миноров матрицы Гурвица, составленной из 
коэффиц ентов 0 4u uK , были положительными. Второй способ связан с прямым 
вычислением корней характеристического уравнения (10). 
Решения уравнения (10) имеют следующий вид: 
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С учетом (6) и (11) для устойчивости системы необходимо выполнение неравенства 
max 1i iλ < . Имея в виду функциональную зависимость параметров характеристического 
уравнения от амплитуды, частоты и жесткости пружины, построим зоны устойчивости в 
пространстве параметров. 
3. Построение зон устойчивости и анализ результатов 
Границами зоны устойчивости являются линии в пространстве параметров, 
соответствующие значениям максимального собственного числа, равного единице. Для 
построения этих областей последовательно зафиксируем значения жесткости пружины на 













ля идент фикации зон устойчивости в пространстве параметров мо но 
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(это отобра ение сопоставляет единичному кругу леву  часть омплексной плоскости), 
получив уравнение с омплексн ми коэффициентами вида 4 3 20 1 2 3 4 0u u u u uμ μ μ μ+ + + + =
. ля того, чтоб  корни соответству его уравнения ле али в левой части омплексной 
плоскости, а как следствие, корни уравнения (10) ле али внутри единично о круга, 
достаточно, чтоб  определители главн х миноров матриц  Гурвиц , составленной из 
коэффициентов 0 4u u , б ли по о ительн ми. торой способ связан с прям м 
в числением корней характеристического уравнения (10). 
Ре ения уравнения (10) име т следу ий вид: 
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 учетом (6) и (11) для устойчивости систем  необходимо в полнени  неравенства 
ax 1i iλ < . мея в виду функциональну  зависимость параметров характеристического 
уравнения от амплитуд , частот  и есткост  пру ин , построим зон  устойчивости в 
пространстве параметров. 
3. остроение зон устойчивости и анализ результатов 
Границами зон  устойчивости явля тся линии в пространстве параметров, 
соответству ие значениям максимального собственного числа, равного динице. ля 
построения этих областей последовательно зафиксируем знач ния есткост  пру ин  на 












Для идентификации зон устойчивости в пространстве параметров можно 




+= −  
(это отображение сопоставляет единичному кругу левую часть комплексной плоскости), 
получив уравнение с комплексными коэффициентами вида 4 3 20 1 2 3 4 0u u u u uμ μ μ μ+ + + + =
. Для того, чтобы корни соответствующего уравнения лежали в левой части комплексной 
плоскости, а как следствие, корни уравнения (10) лежали внутри единичного круга, 
достато но, чт бы определители главных миноров матрицы Гурвица, составленной из 
коэфф цие тов 0 4u uK , были положительными. Второй способ связан с прямым 
выч слением корней ха актеристического уравнения (10). 
Решения уравнения (10) имеют следующий вид: 
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С учетом (6) и (11) для устойчивости системы необходимо выполнение неравенства 
max 1i iλ < . Имея в виду функциональную зависимость параметров характеристического 
уравнения от амплитуды, частоты и жесткости пружины, построим зоны устойчивости в 
пространстве параметров. 
3. По роение зон устойчивости и анализ результатов 
Границами зоны устойчивости являются линии в пространстве параметров, 
соответствующие значениям максимального собственного числа, равного единице. Для 
о рое ия этих бластей последовательно зафиксируем значения жесткости пружины на 
ур внях 20,35,50,70,85,100=k . Результаты получены численно, с помощью пакета 
– 701 –











Для идентификации зон устойчивости в пространстве параметров можно 




+= −  
(это отображение сопоставляет единичному кругу левую часть комплексной плоскости), 
получив уравнение с комплексными коэффициентами вида 4 3 20 1 2 3 4 0u u u u uμ μ μ μ+ + + + =
. Для того, чтобы корни соответствующего уравнения лежали в левой части комплексной 
плоскости, а как следствие, корни уравнения (10) лежали внутри единичного круга, 
достаточно, чтобы определители главных миноров матрицы Гурвица, составленной из 
коэффициентов 0 4u uK , были положительными. Второй способ связан с прямым 
вычислением корней характеристического уравнения (10). 
Решения уравнения (10) имеют следующий вид: 
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С учетом (6) и (11) для устойчивости системы необходимо выполнение неравенства 
max 1i iλ < . Имея в виду функциональную зависимость параметров характеристического 
уравнения от амплитуды, частоты и жесткости пружины, построим зоны устойчивости в 
пространстве параметров. 
3. Построение зон устойчивости и анализ результатов 
Границами зоны устойчивости являются линии в пространстве параметров, 
соответствующие значениям максимального собственного числа, равного единице. Для 
построения этих областей последовательно зафиксируем значения жесткости пружины на 
уровнях 20,35,50,70,85,100=k . Результаты получены численно, с помощью пакета 
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Рис. 4. Графики областей устойчивости при различных жесткостях пружины k
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областей последовательно зафиксируем значения жесткости пружины на уровнях k = 20, 35, 50, 
70, 85, 100. Результаты получены численно, с помощью пакета Wolfram Mathematica.
На рис. 4 видно, что геометрия зон устойчивости претерпевает изменения, соответствую-
щие увеличению площади второй зоны. Заметим также, что полученные результаты схожи с 
графиками в [16, 21, 22].
Чтобы проиллюстрировать эволюцию изменения зон устойчивости в зависимости от жест-
кости пружины, приведем сдвиг левой границы правой зоны устойчивости (рис. 5). 
Параметрам, удовлетворяющим неравенству (6), соответствуют почти периодические ко-
лебания [23] маятников относительно верхнего положения. Для иллюстрации динамики систе-
мы приведем фазовые портреты и зависимости фазовых координат (размерных) от времени для 






















































: 1l = м, 
 (рис. 6). 
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 (рис. 6). 











В заключение отметим, что полученные движения соответствуют почти периодическим 
функциям: спектры решений имеют две ярко выраженные и две побочные гармоники (рис. 7).
4. Периодические режимы
Рассмотрим поведение движения маятника при параметрах, лежащих на границах области 
устойчивости, что, возвращаясь к характеристическому уравнению матрицы монодромии (9), 
относится к трем случаям: когда q1 = –4, q1 = 0, q1 = 4. Тогда мультипликаторы будут принимать 
следующие значения: λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = 1, λ1 = λ2 = –1; λ3 = λ4 = 1 и λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = –1  соответ-
ственно.
Если λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = 1, то соответствующее нормальное решение будет удовлетворять 
равенству Z(t + 2π) = Z(t), следовательно, уравнение (2) имеет периодическое решение, период 
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Рис. 5. Верхняя и нижняя границы областей устойчивости при различных k
Fig. 5. The upper and lower bounds of the stability regions for different k values
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Рис. 6. Графики характеристик движения первого маятника (а); графики характеристик движения второго 
маятника (б); фазовые плоскости (в)
Fig. 6. Graphs of the motion characteristics for the first pendulum (a); graphs of the motion characteristics for the 
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Рис. 7. Спектры решений: слева z1, справа z3
Fig. 7. Spectra of solutions: z1 (left) and z3 (right)
Если λ1 = λ2 = –1; λ3 = λ4 = 1 или λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = –1, то соответствующее нормальное решение 
будет удовлетворять равенству Z(t + 2π) = –Z(t), а еще через один период Z(t + 4π) = –Z(t + π) = Z(t), 
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Таким образом, периодические режимы будут иметь место, если будет выполнено одно из 
соотношений:
q1 = 4, для периода колебаний T1; (12)
q1 = –4 или q1 = 0, для периода колебаний T2. (13)
Это необходимые, но не достаточные условия, поскольку не для любых начальных значе-
ний при заданном управлении с параметрами, удовлетворяющими одному из указанных ра-
венств, будут существовать периодические решения. 
Отметим, что для рассматриваемого здесь класса управлений начальные условия лежат в 
I и III четвертях.
Определим следующее начальное условие (φ10, φ20, φ30, φ40) и рассмотрим периодические 
колебания с периодом T1; тогда должно быть справедливо равенство Z(0 + T) = HZ(0) = Z(0), т.е. 
соответствующий вектор является собственным вектором матрицы монодромии, отвечающим 
единичному собственному значению:
лежат в I и III че вертях. 
Определим следующее начальное условие ( )10 20 30 40, , ,ϕ ϕ ϕ ϕ  и рассмотрим 
периодические колебания с периодом 1T ; тогда должно быть справедливо равенство 
(0 ) (0) (0)Z T HZ Z+ = = , т.е. соответствующий вектор является собс венным вектором 
матрицы монодромии, отвечающим единичному собственному значению: 
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Следовательно, начальные условия должны удовлетворять условиям: 
 
1312 14
10 20 30 40
11 11 11
2321 24
20 10 30 40
22 22 22
31 32 42
30 10 20 40
33 33 33
4341 42


















ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ
= + +− − −
= + +− − −
= + +− − −
= + +− − −
 (15) 

















=− , тогда: 
 
23 24 4321 24 41
20 10 30
24 42 24 42
43 42 2341 42 21
40 10 30





n n nn n n
n n n n
n n nn n n






т.е. начальные условия, отвечающие периодическим решениям, лежат на плоскости 
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Если для начальных условий ( )10 20 30 40, , ,ϕ ϕ ϕ ϕ  можно найти пару параметров A  и
ω , лежащих на границе области устойчивости, удовлетворяющую равенству (17), то эта 
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Если для начальных условий ( )10 20 30 40, , ,ϕ ϕ ϕ ϕ  можно найти пару параметров A  и
ω , лежащих на границе области устойчивости, удовлетворяющую равенству (17), то эта 
 (16)
т.е. нача ьные условия, отвечающие пер одическим решениям, лежат на плоскости
лежат в I и III четвертях. 
Определим следующ е началь ое условие ( )10 20 30 40, , ,ϕ ϕ ϕ ϕ  и рассмотрим 
периодические колебания с периодом 1T ; тогда д лжно быть справедливо равенство 
(0 ) (0)Z T HZ+ = = , .е. соответс вующий вектор является соб твенным вект р м 
матрицы монодромии, твечающим единичному собственному з ачению: 
 
11 12 13 14 10 10
21 22 23 24 20 20
31 32 33 34 30 30
41 42 43 44 40 40
h h h h
h h h h
h h h h





⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
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⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. (14) 
Следоват льно, началь ые условия д лжны удовлетв рять условиям: 
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т.е. началь ые условия, от ечающие пер одическим решениям, лежат на плоскости 
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K K
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h h h h h h
K K
h h h h h h h h
− + − += =− − − − − −
− + − += =− − − − − −
. (17) 
Если для началь ых условий ( )10 20 30 40, , ,ϕ ϕ ϕ ϕ  можно найти п ру параметров A  и
ω , лежащих на гра ице области устойчивости, удовлетв ряющую равенству (17), то эта 
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где коэффициенты имеют следующие значения:
лежат в I и III четвертях. 
Определим следующее начальное условие ( )10 20 30 40, , ,ϕ ϕ ϕ ϕ  и рассмотрим 
периодические колебания с периодом 1T ; тогда должно быть справедливо равенство 
(0 ) (0) (0)Z T HZ Z+ = = , т.е. соответствующий вектор является собственным вектором 
матрицы монодромии, отвечающим единичному собственному значению: 
 
11 12 13 14 10 10
21 22 23 24 20 20
31 32 33 34 30 30
41 42 43 44 40 40
h h h h
h h h h
h h h h





⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. (14) 
Следовательно, начальные условия должны удовлетворять условиям: 
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22 22 22
31 32 42
30 10 20 40
33 33 33
4341 42
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т.е. начальные условия, отвечающие периодическим решениям, лежат на плоскости 
 
1 1
20 11 10 12 30
1 1





















21 44 24 41 23 44 24 431 1
11 12
22 44 24 42 22 44 24 42
41 22 42 21 43 22 42 231 1
21 22
44 22 42 24 44 22 42 24
1 1
,   
1 1 1 1
1 1
,   
1 1 1 1
h h h h h h h h
K K
h h h h h h h h
h h h h h h h h
K K
h h h h h h h h
− + − += =− − − − − −
− + − += =− − − − − −
. (17) 
Если для начальных условий ( )10 20 30 40, , ,ϕ ϕ ϕ ϕ  можно найти пару параметров A  и
ω , лежащих на границе области устойчивости, удовлетворяющую равенству (17), то эта 
 (17)
Если для начальных условий (φ10, φ20, φ30, φ40) можно найти пару параметров A и ω, ле-
жащих на границе области устойчивости, удовлетворяющей равенству (17), то эта пара един-
ственна. Обратное также верно.
Аналогично определяется плоскость, соответствующая начальным условиям, отвечаю-
щим периодическим решениям с периодом T2.
Заключение
В работе рассматривалась динамика системы, состоящей из неустойчивых связанных ма-
ятников, находящихся под воздействием сил инерции, обусловленных вертикальными осцил-
ляциями нижней точки крепления одного из них. Было показано, что наличие жесткой упругой 
связи между маятниками коренным образом меняет динамику системы. Были построены зоны 
устойчивости в пространстве естественных параметров, а также исследована эволюция зон 
устойчивости в зависимости от жесткости пружины. Установлено наличие неустойчивых пе-
риодических режимов на границах зон устойчивости. 
Работа выполнена при поддержке РФФИ, гранты № 17-01-00251, 19-08-00158.
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